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EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats

1. a.

Ap=0 A AAAs  As Ay

0 1
+ a; .
Onaap = =0,5, puis a3 =0,75, as = 0,625 a5 = 0,6875 et
ag = 0,65625
b. Puisque le point A, est le milieu du segment [A,; A,+1] cela se traduit
. ap + ap+1
en abscisses par a,4+2 = —

1
2. Initialisation : —an +1=-0+1=1=qg;.Laformule est vraie au rang 0.

1
Hérédiré : Supposons qu'il existe p € N, p > 0 tel que ap.1 = —Eap +1, qui
équivauta ap =2-2ap+1.

a,+a 2=-2ap1+a 2—-a 1

P p+1 p+1 p+1 p+1

Alors ay,. o = = = =1--ay:1, donc la
CTPTET 2 2 277"

relation est vraie au rang p + 1.

1
On a donc démontré que pour tout naturel n e Na,.; = — > a, +1.

3.0 tout naturel 2 1 +1 2 1 +1 l(
. Onapourtoutnaturel n, v, = ap+1—-—=—-a ——=——ap+t-=—=\|ap——
p n+1 n+1 3 5 n 3 5dnT3 5 |4
1
——Up.
2 n
1
Larelation pour tout naturel n €N, vy, = — 3 v, montre que (v,) est une suite
1 2 2
géométrique de raison -3 et de premier terme vy = ap — 3-" 3
X 1\" 2 1\"
4. On sait que pour tout naturel n €N, v,4+1 = Vg ~3 =—§ —3]
1 X 1\"
Or-1<-=-<1= lim |-=] =0.
2 n—+oo 2
Donc lim v, =0.
n—+oo
2 . 2
Comme a, =v,+—,ona lim a;=—.
3 n—+oo 3
EXERCICE 2 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité
Question 1
Affirmation
Meéthode1:OnaAB® =|b—al*=|2i—1|*=4+1=5;
2 2
1 V3 12 (V3 1 3
AC?=|c-al*= ( 3——|+i|—+1 =( ——) +—+1] =3+--v3+=+
| | \/— 2 2 \/_ 2 2 4 \/_ 4
1-v3=5;
2 2
1 3 1\? 3 1 3
BC2=|c—b|2='(\/§+§)+i(\/7——l) = ‘/§+E +(%_1) :3+Z+‘/§+Z+

1-v3=5.
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On a donc AB = AC = BC. Laffirmation est vraie. -
Meéthode 2 On considere la rotation de centre B et d’angle 3

L'image de M d’affixe z par cette rotation est le point M’ d’affixe z’ telle que :
1 1 3

Z/—b=¢e'3(z-b)ouz =3i+ (5 +i§) (z—3i).

L'image de A d’affixe 1 +1i dans cette rotation est donc le point d’affixe :

V3

1 3 1 1 3
3i+ —+i£ 1+i-3)=3i+|=-+i— (1—21)=3i+——i+i£+ 3=
2 2 2 2 2 2

1 3
P +V3+i % +2) soit I'affixe du point C. Ceci démontre que le triangle ABC est
équilatéral.

Question 2

2i 2i(v3-i 2iv3+2
La transformation est une rotation; or = ( ) = V3 =

V3+i  (V3+1)(V3-i) T 3+1

1 V3 . ;
—+1—=c0s%+1sm%=e1

wlx

Laffirmation est vraie.

Question 3

|-V3+i|° =3+1=4=22=|-V3+i| =2; d'ot1 en factorisant ce module :
3 1 .51

—\/§+i=2(—§ + Ei) = 2¢l%,

12011 5712011 L 5ax2011 Y
onca= (- i =(2e = A e %
D (-v3+i) (2 16) 92011 577 92011 o—if
. T , . N
Un argument de cette puissance est —g ice nombre n'est pas un imaginaire pur.

Laffirmation est fausse.

Question 4
OnaP(X<2)=1-e 2 etP(X<3) =1-e73
P(X>2nX<3) l-e3t_14e24
Il faut calculer Px>, (S X <3) = ( S3) = =—et+1=
- P(X>2) e24
1-e .

Laffirmation est vraie.
Question 5
5
On a une loi binomiale de parametres n=10et p = —.
n
La probabilité d’obtenir 0 noire en 10 tirages est égale a:
10 5110 (5\10/;,_5\10 (5\10
X | — =|— =|— .
o) =G () [)
Donc la probabilité d’obtenir au moins une boule noire sur les 10 tirages est le com-

plément a 1 soit :
5110
1-(2

n
I1 faut donc résoudre I'inéquation :
10

10
1- (—) >0,9999 —= (—) < 0,0001 < (par croissance de la fonction loga-
n n

. s 5 5 In0,0001
rithme népérien 10In|{—| <In0,0001 << In|—|{ ——— =
n

n 10
In0,001 In0,001
In5-Inn<—— < Inn>In5- o
In0,001
OrIn5- ——— = 2,530. La calculatrice donne n > e>?3 = 12, 5.

La plus petite valeur de 'entier n est donc bien égale a 13. L'affirmation est vraie.

EXERCICE 2 5 points
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Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité
Question 1

Une solution évidente de cette équation est (—2; 1).On a:
2x(=2)+11x1 = 7

{ 2x+11y =

2x+2)+11(y-1) =0 < 2(x+2)=111-y) (3).

Ceci montre que 2(x +2) divise 11 mais comme 2 est premier avec 11, x+2 divise 11.

(Gauss).

Il existe donc a € Z tel que x+ 2 = 11a soit en remplacant dans I'équation (3),

2x1la=111-y) < 2a=1-y < y=1-2a.

Les solutions de (E) sont donc les couples (-2 +11a; 1-2a), acZ.

De plus le couple (9 ; —1) est aussi une solution évidente de (E) et il n’existe pas

d’entier k tel que 9 =22k-2, ...

Laffirmation est donc fausse.

= (par différence membre a membre)

Question 2

Onall=4 mod?7, donc N =420l mod 7.

Il reste a déterminer les restes des puissances de 4 dans la division euclienne par 7.
Ona4=4 mod7,42 =2 mod7et4® =1 mod7.

Donc N = (43)670 x4=4 mod?7.

Laffirmation est vraie.

Question 3
Une figure rapide montre que le point C de coordonnées négatives n’est pas situé
«dubon c6té de [AB] ». D’autre part 'image du point B par la similitude de centre A,

de rapport v/2 et d’angle —g a pour affixe

V2717 (zp—za) +2a = —iV2(~1+2D) + 1+i=2v2+1+i(V2+1).

Le point C est I'image du point B par la similitude de centre A, de rapport v/2 et
d’angle g

Laffirmation est fausse.

Question 4

Limage du point A par f a pour affixe:

é(—3—4i)(1 -1+ 2(12+6i) =1l+i=a.

Limage du point B par f a pour affixe :

é(—3—4i)(2+i) + é(12+61) =2-i=h.

La similitude f admet deux points fixes distincts A et B : c’est donc 'identité ou la

réflexion d’axe (AB). Mais I'image de O n’est pas O.
Laffirmation est vraie.

Question 5
La surface S est un paraboloide hyperbolique d’équation z = 4xy.
La section avec le plan d’équation z = 0 est 'ensemble des points de I'espace dont

les coordonnées vérifient 'un des deux systé’l’mes{ )ZC i g ou{ JZ/ i g
C’est donc la réunion des axes (Ox) et (Oy) qui sont deux droites orthogonales de
I'espace.

Laffirmation est vraie.

EXERCICE 3 5 points
Commun a tous les candidats
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. C(1;1;0);E(0;0; 1);1(1; 35 0);J(3; 15 0).

x—-1 = -«
.M(x;y;z)e(CE)@ileﬂsteaGR:WzaC_E)@ y-1 = -«a
z-0 = «a
x = l-a
< 4 y = 1l-a Finalement:
z = «a
x = l-a
M(x; y; 2)€[CE] < ilexistea€[0; 1] telque:{ ¥ = 1-a
z = a

Pour a =0, le point est en C, pour a =1 le point est en E.

. Un point M(x ; y; z) appartient au plan médiateur de [IJ] s’il est équi-
distant de I et de J, c’est-a-dire si MI = MJ ou MI? = MJ? < (x—1)%+
(y—%)2+z2 = (x—%)2+(y—1)2+z2 = F+1-2x+y*+1-y+2=
x2+i—x+y2+1—2y+z2 < —x+y=0 < y=xéquation du plan
médiateur.

Il est évident que C et E ont leurs coordonnées qui vérifient cette équa-

tion.

. Les coordonnées de M vérifient pour tout ¢ € [0 ; 1] 'équation du plan
médiateur donc M1 = M]J et le triangle M1T]J est isoceile en M.

. OnalM2=(1-t-12+(1- 1= 1) +(t-02 = 241421+ =321+ 1.

. Sur l'intervalle [0 ; x] la fonction sinus est croissante sur [0; %] et dé-
A

croissante sur [E ; ﬂ] avec un maximum en 7. Donc la mesure 0 est

0
maximale lorsque sin (5) est maximal.

. Dans le triangle IM]J, soit K le milieu de [IJ]. Le triangle étant isocele en
M la droite (MK)est médiane et donc aussi hauteur. Le triangle IMK est

IK
donc rectangle en K et par définition sin = — . Par définition de la
2 M

fonction inverse le sinus est maximal quand le dénominateur IM est mi-
nimal.

2
L Onaf()=3(2 -+ ) =3[ (1= )"~ 55+ ]
— 12 _ 1
=3[(¢- )"~ %)
La forme canonique du trindme montre que le minimum de la fonction
1 1
est obtenu pour x = B et que ce minimum est égal a f (%) =3x 1—18 =5
. On avu (question 2. c.) que IM? = f(t) et que le minimum de IM?, donc
de IM correspond au maximum de I'angle IM]. Donc le point M, de [EC]
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1 . .
correspondant a la valeur du parametre f# = B est le point unique cor-

respondant a la valeur maximale de I'angle IMo)

e. Géométriquement, on sait que la distance d'un point M a une droite (EC)
est obtenue avec le projeté orthogonal du point M sur la droite (EC).
Donc le point M est le projeté orthogonal du point I sur le segment [EC].

EXERCICE 4 6 points
Commun a tous les candidats

1. Etude des fonctions f et g

a. f(x)=exe *etg(x)=ex’e™™.

Ona lim e *=+o0o, d’ol par produit de limites lim f(x)= —oo.
X——00 X——00

Comme lim x*=+oo, lim g(x)= +oo.
X——00 X——00
b. Onsait que lim xe ™ =0,donc lim f(x)=0.
X—+00 X—+00
De méme comme pour tout naturel n, lim x"e ™ =0,ona lim g(x)=
X—+00 X—+00
0.
c. f produit de fonctions dérivables sur R est dérivable et sur cet intervalle
flx)=e(e™*—xe ™) =ee (1 - x).
Comme e~* > 0 quel que soit le réel x, le signe de f’(x) est celui de 1 — x
qui est positif sur ] —oo; 1] et négatif sur]1; +ool.
D’ou le tableau de variations de f :

X —00 1 +00o
1
—00 0

g produit de fonctions dérivables sur R est dérivable et sur cet intervalle
g'(x) =e(2xe™" - x’e™*) =ee " x(2 - x).

Comme e™* > 0 quel que soit le réel x, le signe de g’'(x) est celui du tri-
néme x(1 — x) qui est négatif sauf entre les racines 0 et 2.

D’ou le tableau de variations de g :

X —00 0 2 +00
+00 4
e

0 0

2. Calcul d’intégrales
a. = fye*dx=ef e *dx=e[-e ¥j=e[-e ' +1]=e-1.

1 - 1 -
b. Ona I, = [y x""el ™ dx=e f; x"*le " dx.

On pose :
ux) = x"1 Wx) = n+lx"
Vix) = e * v(x) = -—-e*

Toutes les fonctions sont continues car dérivables sur R, on peut donc

faire une intégration par parties :
1

1
Il = e[—x”“e‘x](l)—ef (n+1x"e *dx=e[-e+0] —ef x"e *dx=
0 0

—ee l—en+ DI, =-1+n+ 1)1, = Ips.
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c. Laformule précédente donnepourn=0, [ =-1+[p=—1+e—-1=e—-2.
Pourn=1, L =-14+21 =-1+2(e—2)=2e—5.

3. Calcul d’'une aire plane

a. Soit d la fonction définie sur R par d(x) = f(x) — g(x) = xel™ — x2el=¥ =

xel=*(1 - x).

Comme e!~* > 0 quel que soit le réel x, le signe de f(x) est celui du tri-
noéme x(1 — x), soit négatif sauf entre les racines du trindéme 0 et 1.

Ceci montre que la courbe € est au dessus de la courbe ¢’ sur 10 ; 1] et
au dessous sur]—oo; O[etsur]1; +ool.

b. On vient de voir que sur l'intervalle [0; 1] f(x) > g(x), donc 'aire de
la partie du plan comprise d'une part entre les courbes € et ¢’, d’autre
part entre les droites d’équations respectives x = 0 et x = 1 est égale ala
différence des intégrales :

1 1 1
o =f f(x)dx—f g(x)dx =f [f(x)-g)]ldx=1-1, =e—-2—(2e-5) =3—e.
0 0 0

par linéarité de l'intégrale.
4. Ftude de I'égalité de deux aires

a. OnaS;=o < 3-e'"(a*+a+1)=3-e < —el"%(a*+a+1) =
—e <= exe Y (a*+a+l)=e <= e (a*+a+1l)=1
a+a+1=e"

b. Ilreste a résoudrel’équation e* = x>+ x+1 équivalente 2 e~ x*>—x—1=0
sur l'intervalle [1; +ool.

2_x—1, celarevient a chercher

Si on pose, pour tout x réel: h(x) =e*—x
un zéro de la fonction & sur R.

Cette fonction est deux fois dérivable sur R et sur cet intervalle

K (x) = e* —2x—1 qui elle-méme est dérivable sur R et :

W(x)=e*-2

Onah'’"(x)=0 < e*-2=0 < e*=2 < x=In2

Donch'(x) >0 < e*—2>0 < e*>2 < x>In2.

h' est continue et strictement croissante sur [In2 ; +oo[ et a fortiori sur
[1; +oo[ puisque In2 = 0,69 < 1.

Onah(1)=e'-2-1=e-3<0.

De plus xl_igl@ I (x) = +oo (limite obtenue en factorisant e*.)

Donc, d’apres un corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe un réel unique a, 1 < a tel que A'(a) = 0.

On en déduit que h est strictement négative sur |1 ; [ et strictement
positive sur |a ; +ool.

h est donc strictement décroissante sur |1 ; a[ et strictement croissante
sur ]Ja ; +ool.

D’autre part, }Clil} h(x) =e-3=-0,28et xli»I-Poo h(x) = +oco. Ainsi h est stric-

x>1
tement négative sur ]1; af .

Enfin, h étant continue est strictement croissante sur [« ; +oo], il existe
B ela; +ool, unique, tel que h(B) =0.

Avec une table de valeurs ou le solveur de la calculatrice on trouve aisé-
ment: a = 1,26 et § = 1,79. (Voir la figure ci-dessous)
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Annexe
(Courbes de I'exercice 4)
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